
NBER WORKING PAPER SERIES

ESTIMATING THE CREAM SKIMMING EFFECT OF SCHOOL CHOICE

Joseph G. Altonji
Ching-I Huang

Christopher R. Taber

Working Paper 16579
http://www.nber.org/papers/w16579

NATIONAL BUREAU OF ECONOMIC RESEARCH
1050 Massachusetts Avenue

Cambridge, MA 02138
December 2010

This research was supported by a grant from the Searle Foundation, the Institute for Policy Research,
Northwestern University, and the Economic Growth Center, Yale University. We have received valuable
comments from seminar and conference participants at a number of institutions. We also thank Steven
Berry, Charles Manski, Derek Neal, and Jesse Rothstein for helpful discussions. Earlier drafts were
circulated under the title “Estimating the Cream Skimming Effect of Private School Vouchers on Public
School Students”.  Mistakes are our responsibility. The views expressed herein are those of the authors
and do not necessarily reflect the views of the National Bureau of Economic Research.

NBER working papers are circulated for discussion and comment purposes. They have not been peer-
reviewed or been subject to the review by the NBER Board of Directors that accompanies official
NBER publications.

© 2010 by Joseph G. Altonji, Ching-I Huang, and Christopher R. Taber. All rights reserved. Short
sections of text, not to exceed two paragraphs, may be quoted without explicit permission provided
that full credit, including © notice, is given to the source.



Estimating the Cream Skimming Effect of School Choice
Joseph G. Altonji, Ching-I Huang, and Christopher R. Taber
NBER Working Paper No. 16579
December 2010
JEL No. I21

ABSTRACT

We develop a framework that may be used to determine the degree to which a school choice program
may harm public school stayers by luring the best students to other schools. This framework results
in a simple formula showing that the “cream-skimming” effect is increasing in the degree of heterogeneity
within schools, the school choice takeup rate of strong students relative to weak students, and the importance
of peers. We use the formula to investigate the effects of a voucher program on the high school graduation
rate of the students who would remain in public school.  We employ NELS:88 data to measure the
characteristics of public school students, to estimate a model of the private school entrance decision,
and to estimate peer group effects on graduation. We supplement the econometric estimates with a
wide range of alternative assumptions about school choice and peer effects.  We find that the cream
skimming effect is negative but small and that this result is robust across our specifications.
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��� �� �������� �������� ��� ������ �� ����� �� ���������� �������� ���

���� �������� ��� ������ �� ����� �������� �� ����� ������� ��� ������ ������ ��������� ���
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��� ��� ������� ����������� �������

��� ����� ��������� �� ������� �	 
���� 
� ������� ��� ������ ������ �����	 ��
�� ���

����� �������� ���������	 ��� ���� � ��� ��� �������� ���� ���������� ��� ������ �� �������
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� ������� ���������� �� ���������� �� 
���� ���� ������ ������ ���� �� ����� ��  ���������

�������� " ��� # 
� ������� ��� $%&�'(( ���� ��� ��� ��� ��������� � ����������� �� �������

) 
� ����*� ������� ��� ��������� �� ��� ����� ������ ������ �����	 ��������� �� ��� ������ ��

������� ��������������� ��� ���� ��������������� �� ���� ������ ����������	 ��� �������� ���

����� �������� ������ �� ������� + 
� ����
 ���� ��������������� �� ����� ������ ������ ��� ��

������� ( 
� ����
 ��� ������� �� ������ ��������������� ���� ��*����� ������ ��� ��� ������� ��

���� ���������������� �������� , ��� -. �������� ���������� ��������� � ����������� ����� ����
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&�� S �� ��� ��� �� ��� ������ ������� �� ��� �������� %��� ������� i �� �������� �� � ����������

������ �������� ��� ������ ��� ������ ������ �� ���� �������� �� Si� ������ ������ �������� ���

����2�� �� τ � ���� ����� ��������� � ������� ��������� � ������� �� �� �� �  ������ �� ����� ��

� ���������� ����� �� ������� �������� ��� ���������  ������� P τ
i = 1 �� ��� ������� ������� �����

������� ������ ������ ��� 0 �� ��� ������� ������� �� ��������� � ������ ����� ������� τ � ��

�������	 ��� ������ P τ
i ������� τ ���� ������� ������ ����� �� ��� ������� �� ��� ������� ���

������� ��� ����� �� ��� ������� �� ��� ������� �� ����� ��������� 3�� ���� �� ��� ���������

������� �� ��� �����	 
� ����� �� � ��� �����  ������ ������� ���� ��� ���� ��� ����  ������

������ �� ��� ��������� /� ������ ��� ������ ��� �� τ = 0 ��� ��� ������������� ������ ��

P 0
i � /��� 
� ��� ��� �2�������� P τ

i = 1 �� � ������������ ��������	 
� ��� ������������ �� i

�������� ������ ������ 
��� ��� ������ ������ ������� �� τ � ��� ������������ �������� P 0
i = 1

����� ���� i ����� � ������ ������ �� ��� ������ ��� 4��� ����  ������� 
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��� V (X∗
i , Si, τ) �� ��� ����	�
�� �
 ��� ���
��� �� ����
��
� ���
�� �����
 Si �
��	 ������

�	��	�� τ �
� ��� ���
��� �� ��� ���� �
��	
����� �����
 �����
 ����
 i′s 
������
� ���	� X∗
i ��

� �����	 ���� �
�
���� �

 ��	���
��� ���� ����	��� �
� �
����	���� ���� �
���
�� ��� 	�
�����

���
��� �� �	����� �����
� ���� P τ
i �� ����	��
�� ��

��� P τ
i = 1(V (X∗

i , Si, τ) > 0).
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� 
�� �� �
��	�� �� τ � �� ��

 ��

��	���� ���	 ������ ���� ���
� �� �
��	���

��� ������ �	
����
� ������ �	���
�� ��� ���� ����



��� Yi (τ) �� �
 ������� ���� �
�������
 i ���
� ������� �� �� �	 ��� ����
��� Si �
��	 ������

�	��	�� τ. #"���
�� �� �������� �	� ���� ���	��� ���� �����
 ����
����
� ��

��� ����
��
���

�
� ��	
�
��� Yi (τ) �� ����	��
�� ��

�$� Yi (τ) = X ′
iγ + θ (Si, τ) + εi,

���	� θ (Si, τ) �� � �����
 %��
��� �����
�
� ���� �� �����
 �� �

 �
�������
� ��� ����
� Si�

Xi �� � �����	 �� ����	��� ���	����	������ �� i ���� �
���
�� ��� ������� �
� εi �� �
 �
��" ��

�
����	���
� �
�������
 �����	� ���� �� �
��		�
���� ���� Xi �
� θ (Si, τ)� ��� �����
 �����

θ (Si, τ) ����
�� �
 τ ��	���� ���	 ������ ���� ���
�� �� ����	�
� �����
�� ����
� ���
�� �����
�

���� ���� �$� 	�
�� ��� �
��	�����
� ������
 Xi �
� � ����� ���
� �� ������

&�	 �
� ���
�� �����
 s ∈ S �
� �
� ������	 �	��	�� τ, ���	 ������ �	� � ��
����
 �� ���

�����	

Z (s, τ) = E(Zi | Si = s, P τ
i = 1),

���	� Zi �� ��� �����	 �� ����	��� �
� �
����	��� �����
� ���	����	������ ���� �
���
�� ����	

�����
�� �
� Z (s, τ) �� ��� ���	��� �� Zi ��	 �����
�� ��� ������ Si ����
 ��� ������	 �	��	��

τ. '
 ����	��
� ������
 ���� �� Zi = Xi.
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��� �� ��
�	�
��� ����
 ���� Zi ��� �
�
��� )
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��	 ��
����
�� ��

������ ���� ��� �����
  "��!����� ��
 �� �"�	����� ��

�*� θ(s, τ) = Z(s, τ)′δ +Q′
sBQ + ξs,

���	� ��� ����	��� ��	���
�� Qs �
� ��� �		�	 �����
�
� ξs �����	� ����	 ����	��
�
�� ��

�����
 %��
��� ���� �	� 
�� �
���
��� �� ��� ������	� ���� �� ��� ���	����	������ �� ��� ���
��
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����
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� ��� ������	���
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��� ������
 �� ����� �� ��� �������� �� ��� ������� ������ �� � ������ �� � ������� �� �������

+
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 ��



�� ����� πp(τ)

��� ��������	
 i �� ��
�� ��� ���	����� ����� �� �������� ���������	
 �� ��	���� �� ���
�� �����
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πi (τ) ≡ Yi (τ)− Yi (0) = θ (Si, τ)− θ (Si, 0) = [Z̄(Si, τ)− Z (Si, 0)]
′δ.

��� �	�	����� �� �������� �� ��� 	���	�� �	
�� �� ���� ����	� ��������� ����� ��� ���
�� �����


��	���� ����� 	 �����
 ������ �����	��

πp (τ) ≡ E
(
πi (τ) | P τ

i = 1, P 0
i = 1

)
�� 

=
[
E
(
Z(Si, τ) | P τ

i = P 0
i = 1

)− E
(
Z (Si, 0) | P τ

i = P 0
i = 1

)]′
δ.

!��� �� ���� �� �������� δ, E
(
Z(Si, τ) | P τ

i = P 0
i = 1

)
, 	�� E

(
Z (Si, 0) | P τ

i = P 0
i = 1

)
�� ����"

���� ��� ���	� �������� �����# $� �	� �� �	�� ��� �	�� 	���������� 	���� ��	� �� ������	�
�

�� ��� ������������	�#

%� ��� ������ ��� �����
	 ��� πp(τ) ��	� �����
��� ��� �������	
 ��������	����# !�� ����

E
(
Z (Si, 0) | P τ

i = P 0
i = 1

)
����
��� P τ

i & ����� �� ��� ��������# '������& P 0
i �� ��������& 	�� ��

�� �	� ��������� �� P 0
i = 1, ��� ��� �� ����
� �������
� �� ���
�� �����
# (�
�� χi ≡ {X∗

i , Zi, Si}#
)������ G ��������� 	 ������� ������������& �� �	� �����

E
(
Z (Si, 0) | P τ

i = P 0
i = 1

)
=

∫
Z (Si, 0) dG

(
χi | P τ

i = P 0
i = 1

)
.

*	��� ������� ���
��� ��	�

dG
(
χi | P τ

i = P 0
i = 1

)
=

Pr(P τ
i = 1 | P 0

i = 1, χi)dG (χi | P 0
i = 1)

Pr(P τ
i = 1 | P 0

i = 1)
= ψi(τ)dG

(
χi | P 0

i = 1
)
,

����� ψi(τ) ≡ Pr(P τ
i =1|P 0

i =1,χi)

Pr(P τ
i =1|P 0

i =1)
�� ��� ��
	���� ����	��
��� �� ���	����� �� ���
�� �����
 	���� ���

������� �����	� τ �� ��� ���� �����& ���������	
 �� χi. +����,����
�&

E
(
Z (Si, 0) | P τ

i = P 0
i = 1

)
=

∫
Z (Si, 0)ψi(τ)dG

(
χi | P 0

i = 1
)
= E(Z (Si, 0)ψi(τ) | P 0

i = 1).

*� ��� �	�� 
��� �� ��	������&

E
(
Z (Si, τ) | P τ

i = P 0
i = 1

)
=

∫
Z (Si, τ) dG

(
χi | P τ

i = 1, P 0
i = 1

)
=

∫
Z (Si, τ)ψi(τ)dG

(
χi | P 0

i = 1
)
= E(Z (Si, τ)ψi(τ) | P 0

i = 1)
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����� ��� 	
��� �
� ���	����� 	�� ���� 
� �	� 
���� πp(τ) 	�

��� πp(τ) = E(ψi(τ)[Z (Si, τ)− Z (Si, 0)]
′δ|P 0

i = 1).

��� ���	� �������� ������	 ��������� ������� �� ��� �	�� ���� �������� ��� ���	��� �������

V (X∗
i , Si, τ), �� �������� �� τ � �� ��	� �� ������� ������� �� 	����� ��� ���	��� ������ ����� ���

�������� ������ ������ �� ���� 
���� ��� ����� ��� ��	��� ��� ���	� �� ����� ��������������

�� P 0
i = 0 ���� P τ

i = 0� ���� �� 	 ���� �	���	� 	��������� �� ��� �	�� �!�	����� �� ��	����

������� �� ������������ �� 	 ������� �����	� 	������� �� 
���� ��� �	�� ����� ��� 	� �!�	�����

�� ������� 
����� ��
��� ������� �

����� ������������� ����� ��� �	
 �� ����	��� �!����	������

E
(
Z (Si, τ) | P τ

i = 1, P 0
i = 1

)
= E

(
Z (Si, τ) | P τ

i = 1
)
= E(E (Zj | Sj = Si, P

τ
i = 1) |P τ

i = 1)

= E (Zi | P τ
i = 1) = E

(
ψi(τ)Zi | P 0

i = 1
)
.

"������������ ����� ������������� ��� ������� ���

�#� πp(τ) = cov(ψi(τ), [Zi − Z (Si, 0)]
′δ|P 0

i = 1).

$��	���� �#� ���
� ��	� ��� ���	� �������� �%��� πp (τ) �� ��� ���	��	��� 
��
��� ψi(τ)

	�� [Zi − Z (Si, 0)]
′δ. &� �	�� �� ��� ��	� πp (τ) ������� �� ����� �	����� ��� ���� �� ��� �!����

	�� ��� �	���� �� ��� �	��	���� �� ψi(τ) &� ψi(τ) ���� ��� �	�� 	����� i� ���� �������� 
��

���� �� �������� �� τ 	�� ���� �� ���� 	 �	���� �	���� 	�� ��� ��	�	���������� �� ��� ����� ��

�������� 
�� ���	�� �� ��
��� ������ �� ��� ��	��� &� ψi(τ) ���� �	�� 
�� �� �����	��� �� Zi,

����� 
���� 
� �� ���	� �������� 	�� ��� ���	� �������� �%��� 
���� 
� 0 '� ��� �	��

������ πp (τ) �� ���� ���	���� ��� ���	��� ������ �� 
���� ψi(τ) �������� 
��� ��	�	����������

��	� 
����� ����� �������� �� �� ��	�	���������� ��	� �����	�� [Zi − Z (Si, 0)]
′δ� 

��� ������ ��������	�� �� πp(τ) �� ��� �!���� �� ������������� �� ���� ��	�	���������� 
�����

	 ������ πp (τ) 
��� 
� (��� �� ����� �� �� ������������� �� Zi 
����� 	 ������ ��� � �	����	�


	�������� �� �������	�� &� ���� �	�� Zi − Z (Si, 0) 
���� (��� ��� 	�� i 	�� ���� 	�	�� ���

���	����� �%��� 
���� 
� �������	��� (��� ��� ���� ������������� 
����� 	 ������� ��� ����

���	���� ��� ���	� �������� �%��� ����� �������	��� 
� "��������� �� Zi �	���� ��� ���

���	� �������� �%��� ���� �� ��� �!���� ��	� ���� 	�� ������	��� 
��� ψi(τ) ���� �������� 	�

������ �� ����	
�� ��	� 	����� �
 ����� 	�
��
����� ���� 
�� �
�� �� ����� �
 ����� �
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�� ���� ����� ��� ��	������ ������
 �� ��� �
��� �
�������
���
 �� ��� �	�����
� �����

������
� ���	 ��� ������
���
 �� ��� ���
��

��  ��� ��� 
������

� �
�� ��
� E(Zi | P 0
i = 1) =

E
(
Z (Si, 0) | P 0

i = 1
)
.
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��������� 	
����
����� ��� ��� ������
����� ���� �� ������ �� ��� ���� ���
�� �
�
���� Z(s, τ)′δ

������

��� ����� ����������� �� ��� ������
�� �� ��� ���� ���
� 
���
����� δ� πp (τ) ���� ��

������
���� ���� �� ����� ��� �� ���� ���
� ���
�� (δ = 0). ���� ���������� ��� ���� ����� ������

��� �
���� �
�
����� ��� ���� ��������� ��� 
���� �������� ���
� ���� �� ����
���� ����

������ ��� ���� �� ������� ��
����� ���� � �� �� �
���� ��� ���� ������ �� �� �!�
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� ��� 
�� ��� ��� ��������
� �� ��� ����� ��
����� ��� 
���� �������� ���
� ���� �� "

�� ��� �� ��� ����� 
������� ��� "� ��� 	
�� �� ��� ����� ��� "� #� ��� ���� ����
� �� ��� � �����

 ��
� �� πp(τ) ��� �� ��� 
������� �
�� �� ��������� $� ������ �����  ��
�� ��� πp(τ) �����

��
�
�� �� ��� 
���������� �� ��
����� ��� � ������ ���� $��� ��� ��
�� ���������� ���������

�� ��� ����� 
������� ���� ��� ����
��� ����� ��������� �� πp(τ) 
��� �
��

� ���������	 �
� �
��� ���� �����

%� ��� ��&� �
���
����� �� ������� ��� �
��������
 ����� �� �
���� 
���
� ���� �� 
�� ��

�������� ψi(τ), ���

�� ���������� �� ��� �
���� �
�
��� ����� �'!(�)!� ��� ���� ���

�� ���


�����

���� �� π̂p (τ)� %� ����
�� �*! ���� ���� ψi(τ) �� ��� ���� ��������� ���� ������� �� ���

�����

��� 
���
� �������� ��� �������
� [Zi − Z (Si, 0)] �� 	
�� ��� ���� ���� 
�� �� ����� ��

��� �����&������! ����
���� ��� ���� ���
� ��������� δ �� ���

�� �� ��������� �
� ����� �� �

�

��� ��
� ���� �� ����� ��
� ��� �� �� ��� 
���������� ����
� �� ���������� πp(τ) �� ����������

�� ψi(τ). %� ��� ���� �� �� �������� ��� 
���� �������� ���
� �� � 
������ �
���� ������� ��

����� ����� �� �
���� 
���
�� ��� 
�
�� 
�� �������� ψi(τ) ��� ���� ������� ��� ���� ��
� ��

���� �*!�� %� ���� ������ �� 
������� ���  �

��� 
��� 
���� ����� ������� ���� �� ��� ������

����
� ���� ��� ��� �
���� �� 
��������� ��� ������ ����� ���
� �� �������� ����� ��  �
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��������� $� ��
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���
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�����

��� �� �����	
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%� �
� �������� 
���� �� �������� ψi(τ) ���� � ������ ����� �� �
���
 �
���� ��������
�� +��������

X∗
i �� {Xi, ui},����� Xi �� �  �
��� �� ����� �� 
����
�������
� ��� ��� �
���� ui �� �� ����& ��


������ �� 
����
�������
� ���� ��,
��
� ��� �����
�� ����� �� ��� �
���
 �
���� Si ������ � ��

��� ��� �
������ ui �� ���
��� �� �� ����������� �� Xi. $� ���
�� ���� ��� 
������ ���� ����

��������� �
���
 �
���� Si 
����  �

��� ������� τ ��

�-! V (X∗
i , Si, τ) = X ′

iβ + ϕZ̄(Si, τ)
′δ − ti(τ) + ui

����� ���� �����	� 
����������
 ���� �� �� ������ ��	�� ��� ��	�� ���� �� 	�� ��� 
���� �� ��
	���� Z̄(Si, τ)
�� ����� ��� ���� ����
 ����

.



����� ti(τ) �� ��� �	
���� ���� �
�����
�� i �� �������� �	� 

��� �	
���� ��	���� τ � �	�� ����

�� ��� ���������� ���
��
� ���� ��� �	
���� ������ ��	���� 	
�� ���	
�� ��� ������ ����� �
�

���	
�� ��� �
���� ���		� �����
(
Z̄(Si, τ)

′δ
)
� 
	� �� ���
��
� ��� ��������������� 	� ��� �������

���		�� 	���	
� ��������� �	 i��

��� ������	
 �
�� 	� ��
��
� i ����
� �	
���� ��	���� τ �	��� �	�
 �	

��� P τ
i = 1(X ′

iβ + ϕZ̄(Si, τ)δ − ti(τ) + ui > 0)

����
�� �� �	 
	� ���� ���� 	
 ti� �� 
	������� var(ui) = 1. ���� ���������� �� 
�� ���

����� 	� ti �
�� ���� � 

�� ���
�� �
 ti ��� ��� ���� ����� 	
 ���		� ��	��� �� � 	
� ���
����

�������	
 ���
�� �
 ��� ui. !� �	 
	� 
��� �	 "
	� ��� ����� ���������� 	� ����
� �	� �������

���		���� !� �
����� �� 
� ��� #����$ 	� ��� �	
���� �
 ����� 	� ��� 

���� 	� ��	��� �
�
���

�	 ����
� ������� ���		� �� ��� �	
����� %	� 	
� ���� ���� �� ��		�� τ �	 ���� ti(τ) = t �
�
���

10% 	� �
���� ���		� ��
��
�� �	 �	���

&� ui �� N(0, 1) ���


Pr(P τ
i = 1, Xi, Si) = Φ(X ′

iβ + ϕZ̄(Si, τ)
′δ − ti(τ)),

����� Φ �� ��� ���
���� 
	���� '(%� ��� ����	 ψi(τ) 	� ��� ��	�������� ���� i ���� ���� �
 �
����

���		� �� � �	
���� τ �� �
��	�
��� �������� �	 ��� ��	�������� ���� ��� ��
��
� �� �
 �
���� ���		�



��� ���� ����
� )
	 �
 ����� τ �� 0 ��� �� ������
 ��

�*� ψi(τ) =

[
Φ(X′

iβ+ϕZ̄(Si,τ)
′δ−ti(τ))

Φ(X′
iβ−ϕZ̄(Si,0)′δ)

]
∫ Φ(X′

iβ+ϕZ̄(Si,τ)′δ−ti(τ))

Φ(X′
iβ−ϕZ̄(Si,0)′δ)

dG(χi|P 0
i = 1)

.
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���� ψ̂i(τ) ≡
[
Φ(X ′

iβ̂ − ti(τ))

Φ(X ′
iβ̂)

]
/

⎡⎣ 1

NP 0

∑
j,P 0

j =1

Φ(X ′
jβ̂ − tj(τ))

Φ(X ′
jβ̂)

⎤⎦
����� Np0 	
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� ����
�� �	�	������

#� �
�	���� ��� ���&�	��� ������ γ ���� �+� �� ,-' �����

	�� �� Yi(0) �� Xi �	�� �
��	� 
�����

"��� �����
� )����
�� ��� �
�	����
 �� γ ��� ��� �
� ��	� ���

 �	�
 	� ��� �
�	����� ��� γ ��
��


�	�� ���� 	��� �	�
 	� ��� �
�	���	�� �� ��� �	�. ������� θ(s, τ) ��� Z̄(s, τ)� !��
�/
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����� 	
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 Z �
 ��� ����	 �
 ���	� ��� 	��� �� ������ 	�����	� #��	 ����	 
��� ���


������
1

NP 0

∑
i, P 0

i =1

ψ̂i(τ)(Zi − ZS−i
).

����� ��� �����	 �� ��� 
����� ������� ��� �� ���� �� �� �� ������ ��� ������� ��������� �!���

�	 �� �������� �� δ. #�� ����
�	 ��� 	����� .�� �$������ ����� �	 ������ ����
� �� ����8������

�����	����� �
 ����	� #�� ���������� �
 ���4������ ���	�����	 ����	 �� ���� 4����� .�����1	

��� ������1	 ��������� ���� �� 4���, ��� 4���'� ��	��������� ��� ��� ��
 �
 �������� ������

����	 �� 4��+'� #�� ���� ��	� 	���� �������	 �� 4���+� ����� �	 ���� ����+ 	������� ���������	
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� ��� ������ ����
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� � ���
���
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������
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 ��� ��� 
����
 ����
 �� ��� ������
 X ′
iβ" X̄i

′
β X ′

iγ" ��� X̄i
′
γ �� ����
���

���	� 
���	
� #� �$�
	�� %����
�� ���� Xi ���� ����	���� X ′
iγ ��� X ′

iβ� &����
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�����
 �� ��� ���� �� ��� �����
� )���� ��
� *+ �� ���


�	����
 ����" ��� 
�����
 ��� ���� ����
 ���� �	����	
 ���� ��� �����
� #� ��

 ���	�� ��

���
 �

	� ���������
��

��� ���� ���� 	�
���
�� 
� 
�� ����� �������� 	���
 πp(τ)

���
� , ���
���
 � ������� �� �
������
 �� ��� ���� ��������� �� ������
�- ��� ����� 
�������

����� πp(τ)� .�� * ���
���
 ��
	
�
 ��� ��� ��
� ��
�
" ��� ����� ��� 
����
 ������ ����
 �


��
	�� * �� ���
� �* ��� ��� �
������
 �� γ ��� �� ���
� �/� 0��� �� ���� ���� ��� ��
�

��
� �

	��
 ���� ����� �
 �� 
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����!� ��������� �� ��� 
����
 ������ ����� ���� ��� ����

����� �
 �� ���� ����������� �� ��� 
����
 ������ ����
 1ϕ = 0). 2� �

� �

	��
 ���� ���� �����


������ �� ��
����� ����������
���
 ��
�� #� ���
���� �
��������� ��
�
 ��
���

2� ��� ��
	�� 
���
�� 3X ′β ����$4 �� ����
� ��� ��
�������� 1*/5� ��� ����� �
������ ��

πp(τ) �
 6+�++** ��� ��� ���!����� �������
 �
 �����7 6+�++*8 �� +�+++*� ��� 
���� ��	�� �
������

���
��
 � 
��

 �������� ����� �� 
�����
���

2� ��� ��
	�� 
���
�� 3X ′γ 2���$4 �� ����
� 1*�5� ��� ����� �
������ �� ��� ������ ��

��� ���� ����� ��� 
�����
 �
 6+�++*� ��� ��� 
���� ��	�� �� ��� ���!����� �������
 �
 6+�++/�� ��

�� �	� ���
� �	����
 �� ���
�������" �� �
 ��
��	
 ������� ��� ������ ����!�
 �� 
�	����
 ���

��� ���	��� �� ���� �� ��� ���� ��� 
�	����
 ��� ��� 
��� ������ ����� ��������� �� ��� 
���

�� ��� ���	�
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� ���� ������ ���� �	�
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����
 �� ������� 
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����� ��������	
��
 ��� ���	� ��� ������ �� ����	 �	� �������	 ��� ���
�� ���	 ��� ���	� ��� �������� �	 ����


���� ������� ��� ���� ���� �������� ������� ��� ���� ���� �������	� �	 ����	 �	� �������	 ������ ������ ���

���� ������ �� �� �	 ��� ��������� �	� �������� ���� ������ �� �� �	 ��� �����
 ����� ��	���� �	� ���� ��
��	��

������ ���� ���� ������ �� � �������� ������� ���� ���� ���  ���	
� �	 ����� ��� �������! ��� ����� ��������� ������

����������	�� ������ ������ �������� "���� ��������� ��� #$�� ��� � 
���	 ������
 �� �������
������ ���� ���� �%��� ��	 �� ���������� ���� 	������ �� ��������� �������� �	 ���������� π̂p(τ) =[
1

NP0

∑
i, P 0

i =1 ψ̂i(τ)(X
′
iβ −X

′
S−i

β)
]
δ̂X′β = (0.0244) × (−0.0453) = 0.0011 ����� ��� #��� 	����� ����� ����

��� ����	� �� ���� ��� �� "���� & �	� ��� ����	� 	����� ����� ���� ��� #��� ��� �� "���� '�
��(� �	 ��� �������� ����	���
 �� ��	 ��������� ���� �� (−0.0037) × (0.3614) = −0.0013 ����� ��� 	������

���� ���� ��� ���� ��� �� "���� & �	� ��� #��� ��� �� "���� )�

*�



�� ��� ���	
����� ���� �
 ���� ��� ����� ��� ����� ���� �������� �� �� ��� ����� �� ���� ���

������� 
���� ������ ��
����� �����	� ����	 �� ������� ��	 �� �� ��� ����� �� ��� ����� ��
�	

��������� ���� ����� �! ��	�� ��	 ����� "#��$% ������ ��� &������' ���� �'����� ���� ���


�		���� ��� (������ �� ����'���� �� 
������������� ��� ��
'��� (������ ��	
'�� )�* �� (
���'

�'���� ��
	���� �� ����! ������� + ��
	���� �� (
���' �'���� ��� ����
��� ��� ������ ��� (����

�������� �� ,����)- ��� ��� X ′γ ��	�. ��	�� ��(���� ���� ��� ��'� ��
	��� ��� ����� �� (������

�'���� ��� ������� ���	
����� ���� ��� ��
	���� ��� ���� �� (
���' �'���� (���� �� ��� ��
'���

����� �
 0.06 − 0.0013 × 9 = 0.048. ��� ���� �� 0.06 ��� ��'� ��
	��� ��� ����� �� (�������


�/��� �
 � 	�'���� �� ���)# �� ��� �.(�'��	 �
���� �� ���	
���� ����� ��
	���� ��� ������!

�� �/��� �� ���
� #�* �� ��� 	���'� ����0� ��'����	 �
 ��� '���	 ��� ����'��� �� (������ �'�����

1���� ��� ����� ��
�	 �������� �� ,����#-! ��� �������� ��(�'� �� ��� �
���� �� ���
��� ���

���	
���� �� ���#) ��	 ��� �.(�'��	 �
���� �� ���	
���� ����� ��� (��� �� ��
	���� ��� ����

�� (
���' �'���� ����� �
 ���-+ ��� ��'� ��
	��� ��� ��2� 
( ��� ��
'����

�����
�� �
� ��'
� �� �� ���� �'���� ���	
�����! 	
���� ��� (��'��� �� �
� ���2 �� ��������	

��� '���� �2������ �/�'� 
���� ��� ����������� �
�'���� '������ ���������� �� )++3 ��	 ���

��� �� ����� ��'��� �� ��� 
��� #��� ��� �
�� ���� ���2���� ��� ��������� �� πp(τ) ��� ����� ���

����� �
�'���� �� ����

� �������� 	
���� ����

 �� �
�
�� �� �

� �������

4� ���� ��'����! �� ����. ��� ���
�(���� ���� ��� '��5'���� ϕ �� ��� (��� �
����
 ��	�. Z̄(Si, τ)δ

�� ��� �'���� '���'� ��	�� "�% �� �� 6���� �� 	������'���
 '��(��'���� ���� ����
��� ��� � �
����

�� �������� ��� ���� ��(������ �� ���� Z̄S−i
�� ��� �������	 ��� ��
	���� ��� 	� ��� �����	

(
���' �'����� &�����
����
! �� �
�� �� ���
����	 �� (��� �� ��� ��	�� ���������� (��'�	
���

�� ��� ���� �� �
� 2�����	��! �� ��� ��� 0��� �� �������� � 	����	 ��	�� �� ���'� ��� '���'�

�� � '���
��� 	�(��	� �� '����'�������'� �� ��� ����� ������ ��� '����� ��! ��	 ��� ��������

����� '����'�������'� ��� ���
 �������	 ��� ����� ��� '����� ��� ���	� 7
� �((���'� ���
����

	��� �� � ��� �� ����������� �� ��� 	�����'� '����'�������' �����! Ws! ���� ����� ��� 
�'��	�������

	������
���� �� X ′
iβ ��	 Z ′

iγ� ��� ������ ��������� ��8
��'� (��� �
����
���

���
�� ����

X ′
iβ = μ1

s(i) + η1i ; X ′
iγ = μ2

s(i) + η2i

������� �� ���	 
���
� ����� �� ���	��� ��� �������� ������ �	 ��� �� ��� ��� 	�����	 �� ����� ����������	���	
�� ����� �����	 �������� ���	���� ������� ���� ���� ���� �� ������������ ����������	���	 ��� ��� ���	����	�
����� 	�� ��!�	 ��� �����	�	 	��	���������� "� ��� ����� ����� ���� ���	���� �������� ������ �	 ���� �	 ���	���
������ ��� 	���� ��� �#��������� ���	�  ����	� ����� �� �� ���� ����� ����� ��� �	�������� ����������� �����	
�� ����� �� �� 
$%%&� ��� �	 ���� ��'����� ���� ���	� (������� 
���
� ��	� �	������	 � ����� ���� �����	 ���  ���	
�� �'��� ������	� ��� 	���� �� �	�������� �	 ��	� ���� ��'����� ���� ���	�

#�



����� s(i) �� ��� ���		
 ��
 i �� ��� ��
���
��
� �� ��

 ����

� �������� ��� 
����
���� 	� s

	� i. ���	�
���	��

�� �� ����� �� ���� ���	� �	 �	�
���	���� 	� ��� ���		
 ��	��� 
�����	��

	� ��	�� �������
 �	 s� (η1i , η
2
i ) �� 
����
 �	 ���� ���� 0 ��
 �� ���	���
���
 ���� (μ1

s, μ
2
s) . ��

������ ���� Ws ������

� 
��������� μ1
s ��
 μ2

s ���	��� ��� ������	��

μ1
s = W ′

sα1 + e1s����

μ2
s = W ′

sα2 + e2s ,

����� (e1s, e
2
s) �� N(0,Σe)�  ���
��
� �� ������ ���� (η

1
i , η

2
i ) �� N(0,Ση).  	�� ��� �	� �

 	� ���

�
������ 	� Ws ��� �� ���� 	� Qs ��
 �!��� ���		
 ���
��� θ(s, τ) ��
"	� ���� � 
����� �!���

	� ���		
 ��	��� �	

��� X ′
iβ �	�������

�� �������� �����	�� 	� ��� �	
�
 ���
	�	�� �	 ��� ��	 ����� 
�������
 ��	��� #�� ����

��$� ������� ���� �!���� 	� ����� 	� ���		
 ���
��� �δ ) ��� ��	�	���	��
 �	 γ ���
� ��� ���� ��%�

������� δ �� ��	�	���	��
 �	 β. #	 ���� ������ �� �	��� 	� ��� �	�� �	��
�����
 γ ���� �� ���

��&�� ��� 
������� �	�� ��� γ ��
 ��� β ���� �� '����
�& %� #	 ����
��� ��� �&������	�� ��
	�


���� ��� �	�
���	��
 �&�������	�

μ2
(
τ, μ1

s, μ
2
s

) ≡ E
(
X ′

iγ | P τ
i = 1, μ1

s, μ
2
s

)
.

#��	���	�� ���� �����	� �� �	���
�� ��������
 �	������� �	 ti(τ) = t(τ) �	� �

 i� (��� �� ���


���� �� 
��	�� ��� ������� 	� � �	����� ��	���� �� τ = 0, ���� ti(0) = 0.

����� ��� ��	�� ������	�� ��
 �	���
��� �� ��� ����� μ2 (τ, μ1
s, μ

2
s) ��

μ2
(
τ, μ1

s, μ
2
s

)
= μ2

s + E
(
η2i | μ1

s + η1i + ϕμ2
(
τ, μ1

s, μ
2
s

)− t(τ) + ui > 0
)

��)�

= μ2
s +

cov(η1i , η
2
i )√

1 + var(η1i )
λ

(
μ1
s − t(τ) + ϕμ2 (τ, μ1

s, μ
2
s)√

1 + var(η1i )

)

����� λ �� ��� ������� *�

+� ����	 �φ(·)/Φ(·))�  ���� ����� �� �	 �
	��
 �	�� �	
���	� �	�

μ2 (τ, μ1
s, μ

2
s)� �� ���� �	 �	
�� �	� �� ��������

�� *�
���
� ����
������ ��� �	����
� �������

��� 
����
 �	� ���
�� ���		
 
����
� 	� ��� ��	���� 	� 	���� ���
����� ,	�������
�� �� ����

�	� �	��
 ���� �	 �� � ��	�
�� �� ���������

�� ��� �������� ��� ��������� �!��� ����� 	�� �	���
� ��	�� ����

ψi(τ) =

[∫
Φ(X′

iβ+ϕμ2(τ,μ1
s,μ

2
s)−t(τ))dF(μ1

s,μ
2
s|X′

iβ,X
′
iγ,Ws(i))∫

Φ(X′
iβ+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s))dF(μ1

s,μ
2
s|X′

iβ,X
′
iγ,Ws(i))

]
∫ ∫

Φ(X′
iβ+ϕμ2(τ,μ1

s,μ
2
s)−t(τ))dF(μ1

s,μ
2
s|X′

iβ,X
′
iγ,Ws(i))∫

Φ(X′
iβ+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s))dF(μ1

s,μ
2
s|X′

iβ,X
′
iγ,Ws(i))

dG(Xi,Ws(i)|P 0
i = 1)

.

#�� ��������	� ��	��
��� �� �	��
�����
� ��
 �	 �� ��
����� ��� 
����
� �	 '����
�& �� -���

�� � �	��� 
��������	�� ,	� ��� 	������
 
���� τ = 0 ��
 t(0) = 0� ��.��� ��
��� 	� (α1, α2,Ση,Σe)

��
 μ2 (0, μ1
s, μ

2
s) �� ������ �� �������� β ��
 ϕ ����� ��� ��	��� 
�.�
��		
 ������	� �	� ���		


%�



������ ��� �	
���
� γ �
�� ��� ��� �	��� ���� ����� 
�� �	
���
�	 �� β� γ, ��� ϕ, �� �	� ���

��� ���� 
� �	
���
� α1 ��� α2. �� 
��� �	
���
� Ση ��� Σe �
�� 
��  �!� ����� ����
��� ��


X ′
iβ ��� X ′

iγ 

��
��� α1, α2, β, ��� γ �	 !����� "���  #� 
�!��� α1, α2, β, ϕ, Ση ��� Σe �	 ������

��
 ���� s �� �$��
� μ2 (τ, μ1
s, μ

2
s) �	 
�� %&�� $���
 �� ��'�� �� �
�
�
� �� 
��	 $
�����
� ��
� 

�� %�� � %&�� $���
�

(�� ���
�
 Ws ���	�	
	 �� 
�� ���
��� �� 
�� �����
�$��� ���
��
�
�	
��	 ��
 
�� )�$ ���� ��

����� �� ����
� �
��� �	  ���
����� (�� ���
��
�
�	
��	 �
� *�	�� �� 
�� �''+ ,��	�	 ��� ���	�	


�� $�
���
 * ��!� $�
���
 -�	$����� �� ������
�
 ��
 ���
��
 $�
���
 * ��! �	 ��		���� ������

������� 
�� $�
���
 �� 
�� $�$� �
��� *� �� 
�� $���

#  ���� ��� $�
���
 �� 
�� $�$� �
��� ��
�

������ ��
� 
��� ���* � 
�� $���

#  ���� (��	� ��
��* �	 �&$ ��� �� ����
���� ���'. $�
���


�� 
�� �
�		 ���� 	���� ��
����� �� X ′
iβ ��� �/�.� $�
���
 �� 
�� �
�		 ���� 	���� ��
����� ��

X ′
iγ �����
���� �� �
��
 �
�� ���
��
�
�	
��	 
��
 �� ���

� ��
� ����� ��� ��� ���	�	 
������

�
*�����
# ��� ��	
���� �
�� 
�� ���
�	
 ,�
�� �� ���� 	���� ���

���� ���� �	 ��$�	��� ϕ̂ �	 0+�/.'1 ��� 
�� ���2����
	 �� 
�� �
��
 ��
��* �	 �� 
�� ������

����
��� �
� 	��� �
 
� 
��	� ��
 
�� *�	� ���� �� 3$$����& (�* � 3�� (��	 	�#	 
��
 � +��

���
��	� �� $��
 ��� �
# �	 ���	�
�� *# 
�� ����& X
′
β ����
���� 
�� $
�$��	�
# 
� �

��� $�* ��

	����  ���
	 
�� $
�*�*� �
# �� �

������ *# �*��
 /45 �	 ���� �	 � +�� ���
��	� �� X ′
iβ 
��	�	

�
� 3	 ��� *� 	��� �� (�* � �� 
�� �	
���
� �� 
�� 	���� ��� �
# ���2����
 δX′β �	 0+�+6��� �����

�	 ��
# � �	� 
� 
�� �	
���
� ��
���
 ϕ� (� ���� 	��� 	��	� �� 
�� �����
���� �	 �� 
�� *�	�

���� � � ������ �� 
�� X̄ ′β̂ �� +�/ ��� � ������ 
�� $
��*� �
# �� �

������ � $�* �� 	���� *#


���� # %�� $�
���
��� $���
	� 7� �� ���$�
� 
�� ���� 	���� 	 ���
� 
�� ����& ��8�
	 *# +�/�


�� $��
	 �
 
�� ���� 	���� ��
� �  ���
 $
�$��	�
# 
� �

��� $�* �� 	���� ��� � ������ ��

���
��	� �� 
���� # 0.3× 0.0412 = 0.012 �� 
�� �
����
��� $
�*�*� �
#�

7� 
�� ��	� �� $��
 ���� γ, ϕ̂ �	 6�.� ��� δX′γ �	 +�/.�6� ϕ̂ �	 	����%���
 �
 
�� �+5  ��� 

*�
 ��
 
�� 15  ��� ��� (�� �	
���
�	 �� ϕ̂ ��� ˆδX′γ ��$ # 
��
 
�� $��
 �8��
 �� � 	���
 ��

+�� �� X̄sγ̂
′ 
��	�	 
�� �
����
��� 
�
� *# +�+/. ��� 	���
	 
��  �
��
 ��
��* � ��
 $�* �� 	���� 

�

������� *# �*��
 
�� 	��� �����
 �	 
�� ���*���� �8��
 �� �� ����
���� ���
 ��
� #��
	

�� *�
� ��
��
9	 �����
��� ��� ��
��
9	 �����
���� �� ���
	�� �
 �	 $�		�* � 
��
 $��
	 �8��



�� ������ ��
 $�* �� 	���� 	 
�
���� �
��
 �	$��
	 �� $
���
����	 �� ����
��� 
� 
�� ��������

��� �
# �� 
�� ���� 	���� � �	 �� ���
����� ��
 ��
 �� ��
 ��	��		��� �� "�

�#
� ��++4�� :�
�

���� ������ 	�
	 ��	��� �
 ������� �������� ������ ������� ���� ������� ��
	�	 
����� �	�� ��� �
 ������
�
��� ������ �� ����

 �	� �����
� �� �	� ��
��� �	������������� ��� �	� ������
� ��� ����� �� �����
�� ���� ��� ��
��
	� 
������  �� �����
�

 �� �	�� �	�� �	� �����
� ���� ������� � ������ ������� �� �	� �	������������� �� �	�
������ 	�
	 ��	��� �����
�

��!	��� ��������� ��� �
���
	��� �
� ����� �
 �
 �
��"��� �� �����
�� ���������� �������� �� �#������ ����
���	 �
������

��!	� $%& ��
'��
�� �
������ ��� �	�� �������� �� (%�)**+�,%�-)$+.� !	� $%& ��
'��
�� �
������ ��� �	� / X̄
′
β0

�
������ ����� �� �� (1%�2,,2�%�%+�2.�

��



���� ���� � ��	
�
�

 �
���� �
����� �� ��� �� X̄sγ̂
′ ����� �
 ����
���
� ���� � ��	
�
�

 �� ���

� ����� �� ��
 �������
 ���
 ��� ��
 ���� �
����� ������
� ��� 
����
 �
����� ���
� �� ��
���


�������
 ���
� ����
� ���� �
���� ������� �
� �
�

��
 ����� 
������
� �� ��
 
�
�� � ������ 
	

� ��� ��
 ��� ��

�!
������ ��
 "�����# ���

"�����$% �
��

���
�� &'��
� # �� ����
 $(� ��
�
 ����
� ��
 �
�� 
���
 �� ��
 ���
 
��
 �
�����

���� ϕ �
� �� 0. )
 
��
���
 ���� ����
 �

�� ���� � ���
 �� �
���� 
���

% ��
� �� ��� ���
 ��
�

��*�
�

 �� ��
 ��+
 �� ��
 
�
�� � ������ 
	

���� �� ������
 ��������� ��� ���� �
����% ���


!��� ���� ��� �������� ���
��� �����
� ���� ��
 ����
��� �� ��
 ������ �� ���
����� ��
 ��
 ����

�� 
�� �� �� �
 �	

�
� �� � ���
�
�� )
 ���
 ���
��� ����� ���� ��
 ����
��� ��� �
��
 ��


��������
� �
�����
 �� ����
 ��� ����� ��
 ��*�
�

 �� �

�� �� �
���� �
��
� �� � ��������
�

��� ��
 �
���� �
�����
 �� ��
 ���
�
�� ���� ���� ��*�
�

 ��
 ���
���� �� ����
��� ��� ���


�� ��
 �
���� �� � ���
�
� �� � ���
� ��+
� ,��
�
�% �� ��
� ��� 
����
 ��
 ��- �� ����
���

��� ���
 �� �
�� ��
�� .� ��
 �
�
 �� ����� ��� ���
��
����� �
��

� �

� 
����
�
�����
� ���

����
�� 
����
�
�����
�% ��
� �

������� ��� �

�� �� ��
 �
���� 
���

 ���
� ����� �� 
 � ����
�

��	
�
�

� )
 �
��
 ���� 
-�
����� �� �����
 �
�
��
��

/��
� ���� ��� ����
 �
����� ��
 ��� �
������
 �� �������� �

� 
����
�
�����
� �� ��*�
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�
���� 
���

 ��� ���
� ��
 
����
-��� �� �������� ��� ��
�% �
 �
� ϕ �� � �� ���� ��������

� �������	
��� ���� 
�
�
����������

.� ���� �

���� ��� �� 0��
���- � �
 ��
�
�� � �
��������� ��� 
��������� ��
 
�
�� � ������


	

� �� ��
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�
�

 �� ���� �����
�����
 �

� 
	

�� ��� �����
�����
 �
���� ��� 
��������


����
�
�����
� ���� ��*�
�

 �
���� 
���

 ��� �� ��� �
�
�� �� ��
 ���
�
��

1���� �������� ��������� �� 2

���� 3% �
!�


ū (s, τ) = E (ui | Si = s, P τ
i = 1) ; ε (s, τ)45(εi | Si = s, P τ

i = 1)

��
�
% �� � �
����
�% ui �� ��
 
���� �
�� �� ��
 �
�

���� 
������� &�(% εi �� ��
 
���� �
�� �� ��


���
��
 
������� ��� u (s, τ) ��� ε (s, τ) ��
 ��
 �
��� �� ui ��� εi ����� ����
��� ������
�

�� �
���� s ��� ���
�� �����
 �
���� ��
� ��
 ���
�
� ������� �� τ � .� ���� �������% ���������

Zi ���� ��
 ���
�����
� Xi ��� �� ���
- �� �����
�����
� vi ��� ����
 ��
 �

� 
	

� ��

Z̄(s, τ)′δ = X (s, τ)′ δx + v̄(s, τ)

��
�
 v̄(s, τ) = E(vi|Si = s, P τ
i = 1). .� ��
 
��
 �� ��
 β �
����
���� &�#(% v̄(s, τ) = 0 ���

X (s, τ)′ δx = δX′βX (s, τ)′ β� 0 ������� �
�
����+����� �� ���� ���
� �� �� �����
 ���� �

�

���� ���� ����	���
 � 	�
�� �� �
��
 �
� ���� ����� �� ��
��� �
���� �������� �
����
 X ′
iβ �
��� �
� ����

����� �� �
� �����	� �������� �
����
 X ′
iγ ��
 � 	�
�� �� �
��
 �
� ���� ����� �� �
� 
������� �������� �
����


X ′
iγ ��� �
� ���� ����� �� �
� �����	� �������� �
����
 X ′

iβ� �
��� ������� ���� ���� ��	���� ������� �� �
���

�����
� �����
�
�

#�



������� �	
	��� �

� ��	 ��
��	�����	 ����	�� �������	������� ���� ����	��	 ���

� ��
��	� ��

��

���� Z̄(s, τ)′δ = δX′β
[
X(s, τ)′β + gū(s, τ)

]
��	�	 ū(s, τ) 	��	�� ���� ��	 �
	���	�� gδX′β�

�� ����
�
���� ��	 ������� 	��	���
� 
� ��	 
		�

�
	�� ����
� �!"� ��

��!� Z̄(s, τ)′δ = δX′γ
[
X(s, τ)′γ + gε (s, τ)

]
.

#	���� ���� Z̄(s, τ)′δ �	
�	�	��� ��	 
		� 	$	�� ��� �
 ���	���� �$	��� ��	 
��
�� θ�

%
�����
��� 
� β, ����� �� ��	��� 	� ��
& ��	 ���

� ��
��	 	�����
�� g �� ��	��� 	� ���	�


�� ������
��� �
�& ����&
��
��� '
�	�	�� �	 �
 �
� �	�� 
� ��	 ������
��� �
�& ����&
��
��

��� ����	�� 
�
���	 �	����� �
� � ����	 
� ����	� 
� g� (�	 �
	���� ���	 g = 1 �
��	�

��� �
 ��	

����&
��
� ���� )��	 ��
��	�����	� ��	 ��*	 
��	�����	�+ �� ���� �� ����� ��	 �
	���	�� �	������

θ (s, τ) �
 ��	 ���

� &	�� 
� ��	 ���	� 
� 
��	��	� �������	� ���� �	�	�&��	� ���

� ��
��	�

X (s, τ)′ β, �� ��	 ��&	 �� �
	���	�� 
� ��	 ���

� &	�� 
� ��	 	��
� �� ��	 ��
��	 	�����
��

u (s, τ) . ���
�,�� -��	�� ��� (��	� ����"� ���.� 
�
���	 � &
�	� ���� ��� �	 ��	� �
 ,������

g = 1 ���	� �
&	 �	�� ���
�� ����&
��
��� '
�	�	�� �	 �
 �
� �&

�	 
��� ���� ����	 ���

����	�� �
����	� ��	 ���	� g = .5, g = 1, ��� g = 1.5.

(
 
�
�		�� �	  ��� &��� �	 �	 �
&	 �	� �
����
�� �� �� ��	 
�	��
�� �	���
�� �	 �	�
&

�	

X ′
iβ ��� X ′

iγ, ���


X ′
iβ = μ1

s(i) + η1i ; X ′
iγ = μ2

s(i) + η2i ,

��	�	 s �� ��	 ���

� �	�	� ��� i �� ��	 ���������� �	�	�� ����
�
���� �	 �	�
&

�	 ui ��� εi

���


ui = v1s(i) + ω1
i ; εi = v2s(i) + ω2

i .

/	 ����&	 ���� (η1i , η
2
i ) ��� (ω1

i , ω
2
i ) ��	 �
�� ,
����� �
�&��� (�	 �	�&� (μ1

s, μ
2
s) &�� �	
	��


� Ws ���
��� �!0�� �� ����� ���	 �	 ����&	 �����	� ���� (W ′
sα1,W

′
sα2) �� ,
����� �
�&���

'
�	�	�� �	 �
 �
� �		� �
 &�*	 ��	 
� ��	 �	�
&

����
� �!0� ��� ���� �
 �
� ���
�

���	

Ws ��� 	���&���
� 
� α1 ��� α2 ���
 ��	 ���������

1	� Σμ,Σv,Ση, ��� Σω �	 ��	 �������	 �
�������	 &�����	� 
� (μ1
s, μ

2
s) , (v

1
s , v

2
s) , (η

1
i , η

2
i ) ���

(ω1
i , ω

2
i ) �	�
	����	��� /	 ��	 ��
��	� )
��	�����	� ��	 ��*	 ��	 ��
��	�����	�+ ����&
��
� �����

����	� ���� ��	�	 �� � �����	 ������ a ���� ����

���������� 	
�� �
����� ��� ������������ δx = δX′ββ ��� v̄(s, τ) = gδX′β ū(s, τ).

�2



Σv = aΣμ

��� [
var(ω1

i ) cov(ω1
i , ω

2
i )

cov(ω1
i , ω

2
i ) var(ω2

i )

]
= a

[
var(η1i ) cov(η1i , η

2
i )

cov(η1i , η
2
i ) var(η2i )

]
+

[
0 0
0 Vω2

]
.

����� var(ω2
i ) ���	 ��
 ���
 � ���� �� 
�� ����
	�	� �� �� ��
 ���� 
� ��	
���
 
��	 ������
���

��� ��	
���
���	 	�
 
��
 ����
��� ��������	 ��� 
�� ���������� �� 
�� ����	������� ���		

��	
���
 ��������
	 �� 	����� ������ ��� 
�� ��
���� ��� 
�� 	��� �	 
��	� �� 
�� ��	�������

��������
	� ��� 	��� �	 
��� �� 
�� 	
����
 	������ ����� ��������
	� ��
� 
�� �����
��� ��

var (ω2
i ) ����� �	 ��
 �������
 �� ��� ��������� �	
���
��� �� Σμ ��� Ση �	 ��������	 
� 
��

���������	 ���� �����

 ����� �� 
�� �������	 	��
��� ��� �� ��	��		 �
 �� 
�� ���������

���	
 ���	���� 
�� ����� �� ����� 
�� ���� ����
 ������	 �� 
�� �����
�� ����� �� X ′
iβ+gui

�� ������ 	����� ����	�  	 �� 
�� �������	 	��
��� �� ���� ���	���� 
�� ������ ���� �� �������	

(ti(0) = 0) 
� ������	�� �������	 (ti(τ) = t). ��� ����� 	!������ ����
 �� 
�� ��� �������

������� �� 
��	� ��� ������ �� � ������ 	����� ���� � 	����� ��	
���
 ��
� ������
���	
��	 μ1
s, v

1
s

�	

"##$ πp
(
τ ;μ1

s, v
1
s

)
= δX′β

ση11 + gσω11√
ση11 + σω11

[
λ

(
μ1
s + v1s − t√
ση11 + σω11

)
− λ

(
μ1
s + v1s√

ση11 + σω11

)]
%�
� 
��
 
��� μ1

s+gv1s ����	 ��
 �� 
�� ��������� �� �����
����� �����
�
���	 �����	� μ
1
s ��� v1s

��� 	����� ��	
���
 	������ ��
��� 
��� 	
����
 	������� &��	�����
�
� 
��
 ��� ��
 ����
�� �



�� �������� '������� μ1
s ��� v1s �� ��(����� 
�� 	�
 �� 	
����
	 ��� ����	� ������ 	����� ��
�

������ ��� ��
�� 
�� ����������

)��� 
�� ���� ����
 �	 ������
����� 
� 
�� �����
�
��� �� X ′
iγ + gεi �����
����� �� ������

	����� �

�������� 
�� �����*	!������ ����
 �	

"#+$ πp
(
τ ;μ1

s, v
1
s

)
= δX′γ

ση12 + gσω12√
ση11 + σω11

[
λ

(
μ1
s + v1s − t√
ση11 + σω11

)
− λ

(
μ1
s + v1s√

ση11 + σω11

)]
.

�� �	� "##$ �� "#+$ 
� ����
��
 
�� ����� 	!������ ����
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s) �� ����� "��� ��� �


����� �
 
����� ������ �� Xi ��� μ2 (0, μ1
s, μ

2
s) . #������ �� �� ��� ���� ��� �� ���� �� ��� ���

	���� �� ��������� ��� ��� ����������� ������������ ����� ��� ���� �� �����

���� �� $���� β ��� γ� �� ����	��� α1 ��� α2 �� ���������� X ′
iβ ��� X ′

iγ �� Ws(i).

���� �� ������ (β, γ, ϕ, α1, α2) �� ������ �� ����	��� Ση ��� Σe ����� ��� ���������� 
��


����� �������� ����%

&'()

Ls =

∫ ⎡⎢⎣∏{i:S(i)=s}

⎛⎜⎝Φ(X′
iβ+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s))φ(X′

iβ−μ1
s,X

′
iγ−μ2

s;Ση)

Φ

(
μ1s+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s)√

1+var(η1
i
)

)
⎞⎟⎠
⎤⎥⎦Φ(μ1

s+ϕμ2(0,μ1
s,μ

2
s)√

1+var(η1i )

)
dΦ(μ1

s, μ
2
s;Ws,Σe)

∫
Φ

(
μ1
s+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s)√

1+var(η1i )

)
dΦ(μ1

s, μ
2
s;Ws,Σe)

.

�� ��� ����� ��� ����� �������� ��	�� 
��	� ��� 	��� �������� ��� *+, ��	
���� 
��	��

�� 
��������� ������� ���� ������ ������ �
 Φ

(
μ1
s+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s)√

1+var(ψ1
i )

)
���� �� �� ������� �� 	��� ���

��	
��
���� ����	
���� ���� ��� *+, ��	
���� 
��	� ���� ��� ��	��� �
 ���������� �� ����


����� ���� ������ ����
������ �
 ��� ���� �
 ��� ������� ��� ���� ������	
��� ������ ��������

�� ���� ����� Ls ������ �� ��� ���������� �
 ��������� � 
��������� ����������� �
 ��� ������� �


������ �
 X ′
iβ ��� X ′

iγ 
�� � 
��������� ��	
�� �
 �������� 
��	 ��� ������� ����� ����� �����

���� ��������� ��� ���������� 
�� � 
��������� ������ ����� ��� 
��	

Ls =

∫ ⎡⎣ ∏
{i:S(i)=s}

f(X ′
iβ,X

′
iγ | Pi = 1, μ1

s, μ
2
s)

⎤⎦ gs (μ1
s, μ

2
s | Ws

)
dμ1

sdμ
2
s

����� gs �� ��� 
���������� ������� ����� ��� ��	
���� ����	��

���� ����� #���� ������	

f(X ′
iβ,X

′
iγ | Pi = 1, μ1

s, μ
2
s) =

Pr(Pi = 1 | X ′
iβ,X

′
iγ, μ

1
s, μ

2
s)f(X

′
iβ,X

′
iγ | μ1

s, μ
2
s)

Pr(Pi = 1 | μ1
s, μ

2
s)

=
Φ (X ′

iβ + ϕμ2 (0, μ1
s, μ

2
s))φ (X

′
iβ − μ1

s, X
′
iγ − μ2

s; Ση)

Φ

(
μ1
s+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s)√

1+var(η1i )

)

-.



���

gs
(
μ1
s, μ

2
s | Ws

)
= g

(
μ1
s, μ

2
s | Ws, Pi = 1

)
=

Pr (Pi = 1 | Ws, μ
1
s, μ

2
s) g (μ

1
s, μ

2
s | Ws)

Pr (Pi = 1 | Ws)

=

Φ

(
μ1
s+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s)√

1+var(ψ1
i )

)
φ(μ1

s, μ
2
s;Ws,Σe)∫

Φ

(
μ1
s+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s)√

1+var(η1i )

)
dΦ(μ1

s, μ
2
s;Ws,Σe)

�

�� �����	
� �
����� ������� �	� ����� ������ ������� ��	� ���� �������� ��� �� 	�� ������

�� �	����	� ������� ���� ���� ������ s ���� ������ �� Φ

(
μ1
s+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s)√

1+var(ψ1
i )

)
. ���	�������� ��

	� � ������ ���� �� 11, 	�� ���������	
 	��	 s �� �������� �	 ��� �� ���������� �� 	�� ������

�� �
����� �	� ������� ��� �	��	 �	 	�� ���� �������  ����!���	�
� 	�� ���������	
 	��	 �

���	������ �	����	 �� �������� ������� �� 	�� Φ

(
μ1
s+ϕμ2(0,μ1

s,μ
2
s)√

1+var(ψ1
i )

)
�� �	��� �	����	�� "� �� ��	

������� 	���� #���$��� �� ��� 	�� �$����� �� 	�� ������ �����	� ��� 	�� �	����	� ��� �		��� s

	� �����	 	�� $���� �� Ls.

���� �� %�&��� ��� ������	��� �� ��$��� ���$� μ2 (0, μ1
s, μ

2
s) �� � '(�� ����	 ��� 	�� �!��	���

μ2
(
0, μ1

s, μ
2
s

)
=μ2

s + E
(
η2i | μ1

s + η1i + ϕμ2
(
0, μ1

s, μ
2
s

)
+ εi > 0, μ1

s, μ
2
s

)
=μ2

s +
cov(η1i , η

2
i )√

1 + var(η1i )
λ

(
μ1
s + ϕμ2 (0, μ1

s, μ
2
s)√

1 + var(η1i )

)

"� �	���	� �� 	��� ����)�	�� ��������� ��	�� �� '�� � '(�� ����	 ��	���	� �� β. 
��� �	���	���

�� 	��� ���������� �� ���	 ������� �� ���	 �����	� μ2 (0, μ1
s, μ

2
s) ��� ���� $���� �� Ws �� 	��

��	�� #���$��� 	�� ������	�� ��	���	�� ���$���� �����
 !���&�
�

"� 	��� ��� 	�� ����� ��	���	�� 	� ������	� 	�� �*��	� �� 	�� $������ �����
� %�� &�
 	� 	���

�� 	�� ����	���	��� �� 	�� �����	� ψi� ����� ��� � ����	��� �� 	�� ���������	
 	��	 Pi = 1 �����

��	� 	�� ������	 ������ ��� 	�� ��	����	�$� +τ , ������� %�� ������� ������	 �� 	��� �������	���

��

Pr(Pi = 1 |Wi, X
′
iβ, Z

′
iγ; τ) =

∫
Φ
(
X ′

iβ − ti(τ) + ϕμ2
(
τ, μ1

s, μ
2
s

))
dF (μ1

s, μ
2
s | Ws(i), X

′
iβ,X

′
iγ)

=

∫
Φ (X ′

iβ − t(τ) + ϕμ2 (τ, μ1
s, μ

2
s))φ (X

′
iβ − μ1

s, X
′
iγ − μ2

s; Ση) dΦ(μ
1
s, μ

2
s;Ws(i),Σe)∫

φ (X ′
iβ − μ1

s, X
′
iγ − μ2

s; Ση) dΦ(μ1
s, μ

2
s;Ws(i),Σe)

.

"� 	��� ����	���	

ψi(τ) =

Pr(Pi=1|Ws(i),X
′
iβ,X

′
iγ;τ)

Pr(Pi=1|Ws(i),X
′
iβ,X′γ;0)∫ Pr(Pi=1|Ws(i),X

′
iβ,X

′
iγ;τ)

Pr(Pi=1|Ws(i),X
′
iβ,X

′
iγ;0)

dG(Ws(i), X
′
iβ,X

′
iγ | P 0

i = 1)

-.



����� ��� X ′β ��	�

�� ��� ��� ���� 	��
��	�� �

����
� �

 ��� X ′
iβ �
���� ��� ��� �����	
�� �
� �	����
� �� ��	�

���� �����

μ1
(
τ, μ1

s

) ≡ E
(
X ′

iβ | P τ
i = 1, μ1

s

)
.

�	��� 
�
 �
��� ��� �	��
	���	
� �������	
���

μ1
(
τ, μ1

s

)
= μ1

s + E
(
η1i | μ1

s + η1i − t(τ) + ϕμ1
(
τ, μ1

s

)
+ εi > 0

)
= μ1

s +
var(η1i )√
1 + var(η1i )

λ

(
μ1
s − t(τ) + ϕμ1 (τ, μ1

s)√
1 + var(η1i )

)

��� ����
��� 
� �	���	�

�� ��� ��� ��! 	� ��� X ′β ���� �
� �	����
 ���� 	� ��� X ′γ �����

���" ���� 
� ��� �

��

Li =Piwi log

(∫
Φ (X ′

iβ + ϕμ1 (0, μ1
s))φ (X

′
iβ

∗ − μ1
s; var(η

1
i )) dΦ(μ

1
s;Ws, V ar(e1s))∫

φ (X ′
iβ

∗ − μ1
s; var(η

1
i )) dΦ(μ

1
s;Ws, V ar(e1s))

)
+ (1− Pi)wi log

(
1−

∫
Φ (X ′

iβ + ϕμ1 (0, μ1
s))φ (X

′
iβ

∗ − μ1
s; var(η

1
i )) dΦ(μ

1
s;Ws, V ar(e1s))∫

φ (X ′
iβ

∗ − μ1
s; var(η

1
i )) dΦ(μ

1
s;Ws, V ar(e1s))

)
,

���

Ls =

∫ ⎡⎢⎣∏{i:S(i)=s}

⎛⎜⎝Φ(X′
iβ+ϕμ1(0,μ1

s))φ(X′
iβ

∗−μ1
s;var(η

1
i ))

Φ

(
μ1s+ϕμ1(0,μ1

s)√
1+var(η1

i
)

)
⎞⎟⎠
⎤⎥⎦Φ(μ1

s+ϕμ1(0,μ1
s)√

1+var(η1i )

)
dΦ(μ1

s;Ws, V ar(e1s))

∫
Φ

(
μ1
s+ϕμ1(0,μ1

s)√
1+var(η1i )

)
dΦ(μ1

s;Ws, V ar(e1s)).

��� ���� �	��� 	�

Pr(Pi = 1 |Wi, X
′
iβ; τ) =

∫
Φ
(
X ′

iβ − t(τ) + ϕμ1
(
τ, μ1

s

))
dF (μ1

s | Ws(i), X
′
iβ)

=

∫
Φ (X ′

iβ − t(τ) + ϕμ1 (τ, μ1
s))φ (X

′
iβ

∗ − μ1
s; var(η

1
i )) dΦ(μ

1
s;Ws(i), V ar(e1s))∫

φ (X ′
iβ

∗ − μ1
s; var(η

1
i )) dΦ(μ

1
s;Ws(i), V ar(e1s))

,

��� ���	�

ψi(τ) =

Pr(Pi=1|Ws(i),X
′
iβ,Z

′
iγ;τ)

Pr(Pi=1|Ws(i),X
′
iβ,Z

′
iγ;0)∫ Pr(Pi=1|Ws(i),X

′
iβ,Z

′
iγ;τ)

Pr(Pi=1|Ws(i),X
′
iβ,Z

′
iγ;0)

dG(Ws(i), X
′
iβ, Z

′
iγ | P 0

i = 1)
.

�������� �	 
���
������� ������ �����
 ��� 
���
�������

���� ����������
���


�� ��	� ������	# $� �	����� ���	���	
� 
� ��� ��
���
����� ���
 �%��� �
��� $� ����
	�� 	�

��� ��#�� �� �
���	�� ���
� �
� �$
 �
���	����� 	�����& ���	���	
� 
� ��� ��
	����'�
��
	����

�
��
����� 
� ��� �
��� ��� ���	���	
� 
� δ. (��	���	
� 
� ��� ��
	����'�
��
	���� �
��� 	�

�)



����� �����	
 �� ��� 
	�� ���
����� �� �������� �� �� �� �� ��� �� ���� �
�	� ���	��� ������
�

�����	���� �� δ �� ����
��� ��	� �� ��� ����
 ������� ��� ����
��
� 
������ �
�� ��� ���� ��

����
 ��� ����
��� �	��� �� ��� ������
�	���� �
�� ��� ����
�	����� �	��
	���� �� �� ���� �����

�	��� ����
��� 	������� ��� ���
������ �� ����� ���������  �
 �
�
���
� �� 	� ��������

!� "� ���	�� β �
�� 	 ��	��	
� �
���� ����� ��
 �����
 �
���� 
���
��

�� "� �����	�� γ ����� #��� ���
�� 
��
������ �� ��� �����
 �
���� �	����� ��� �� 
�

�
�

��
 �	���� ����
���� �� ��
������ ��� ����
�� $����%
	��� ��
� ��
 �����
 �
���� 
���
� ��

��� 
��
�������

&� '���� β 	�� �	(��� ��� �	
�	�
� �� u1
s(i) 	�� e1i 	�� σ2 = var (e1i + η1i ) 	� (���� �� ��� 	

��(������� ���
���� 	�	������ �� ���� � �� �������� �� ��	� ��� �� ���� ��� �����
 �
�����

	�� ��� ��(������� ��

Ls =

∫ ∫ ∫ ⎡⎢⎢⎣∏{i:S(i)=s}

⎛⎜⎜⎝Φ

(
X′

iβ+v1s
σ
ω1

)
φ(X′

iβ−μ1
s,X

′
iγ−μ2

s,Ση)

Φ

⎛
⎝ μ1s+v1s√

σ2
η1

+σ2
ω1

⎞
⎠

⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦Φ( μ1

s+v1s√
σ2
η1

+σ2
ω1

)
dΦ (v2s) dΦ(μ

1
s, μ

2
s; Σμ)

∫ ∫ ∫
Φ

(
μ1
s+v1s√

σ2
η1

+σ2
ω1

)
dΦ (v2s) dΦ(μ

1
s, μ

2
s; Σμ)

)� '���� Σμ 	�� Ση� �� 
	�
��	�� a,Σv, V ar(ω1
i ), 	�� Cov(ω1

i , ω
2
i ) ����� ��� 
���
�
����� ��

��� ������

*� +��� �� �����	�� δX′β 	�� δX′γ

,��X−i ��� �	�
�� �� �	���� �� X
′
j ��
 	 
	���� �	���� �� ��������	�� j ��� 	
��	��� 	�����

�
���� s(i)� j �= i� "� ���� ��� fμv1 ������ ��� ������� �� (μ
1
s, μ

2
s, v

1
s) 
��������	� �� Xβγ

i ≡
(X−iβ,X−iγ, P

0
i = 1, X ′

iβ,X
′
iγ) 	�� ��� fxβγ ������ ��� ��(������� �� Xβγ

i 
��������	� ��

(μ1
s, u

2
s, v

1
s)� ���� ����� �	��� ����
��

fμv1(μ
1
s(i), μ

2
s(i), v

1
s(i) | Xβγ

i )

=
fxβγ (Xβγ

i | μ1
s(i), v

1
s(i))φ(μ

1
s(i), μ

1
s(i); Σμ)φ

(
v1s(i); σ

2
v1

)
∫ ∫ ∫

fxβγ (Xβγ
i | μ1

s(i), v
1
s(i))φ(μ

1
s(i), μ

2
s(i); Σμ)φ

(
v1s(i); σ

2
v1

)
dμ1

s(i)dμ
2
s(i)dv

1
s(i)

,

���
� ��� ��#������ �� X−iβ 	�� X−iγ ������� ��	�

fxβγ (Xβγ
i | μ1

s, μ
2
s, v

1
s) =

∏
j∈Si

Φ

(
X′

jβ+v1
s(i)

σω1

) ∏
j∈Si

φ
(
X ′

jβ − μ1
s(i), X

′
jγ − μ2

s(i),Ση

)
∏
j∈Si
j �=i

Φ

(
μ1
s+v1s√
σ2
η+σ2

ω

) .

)!



�� ��� fμ1v1(μ
1
s, v

1
s | Xβ

i ) �� ������ �	� 
���������
 ������� �� (μ1
s, v

1
s) �	��� Xβ

i ≡
(X−iβ, P

0
i = 1, X ′

iβ) �
��

�� ����� �	�� ������� �� ���� �	��

E
(
X ′

iβ + gui | Xβ
i

)
=

∫ ∫
E
(
μ1
s + η1i + g

[
v1s + ω1

i

] | μ1
s, v

1
s

)
fμ1v1(μ

1
s, , v

1
s | Xβ

i )dμ
1
sdv

1
s

=

∫ ∫ (
μ1
s + gv1s +

ση11 + gσω11√
ση11 + σω11

λ

(
μ1
s + gv1s√

ση11 + σω11

))
fμ1v1(μ

1
s, v

1
s | Xβ

i )dμ
1
sdv

1
s .

�� ������� � ���������� �� Y −X ′γ �� �	�� �� 
�� ��� � 
��������� �������� �� δX′β. �� ���
�

��
� �� ��� �	� ����
� ���
���� �� �	�� ���������� ���	 ���������������� �� �����������

�	� �������
��

�� �	� 
��� �� �	� X ′γ ����� ������
���� � !"# �� ��� �	� ���� ���
����� �� $��� ��������

E
(
X ′

iγ + gεi | Xβγ
i

)
=

∫
E
(
μ2
s + η2i + g

[
v2s + ω2

i

] | μ1
s, μ

2
s, v

1
s

)
fμv1(μ

1
s, μ

2
s, v

1
s | Xβγ

i )dμ1
sdμ

2
sdv

1
s

=

∫ (
μ2
s +

gσv12v
1
s

σ2
v1s

+
ση12 + gσω12√
ση11 + σω11

λ

(
μ1
s + gv1s√

ση11 + σω11

))
fμv1(μ

1
s, μ

2
s, v

1
s | Xβγ

i )dμ1
sdμ

2
sdv

1
s .

��� �	�� �%���� δX′γ ���� �	� ���
����� �����������

&� '���

� �� 
�

�
��� �	� ��������� �(�
�� �� �	� ���� �� ����)� πp (τ ;μ1
s, v

1
s) ��� ��
	

����
� �� ���� �� ��������� �
���� �	��� �� ���	�� ����
 �	� �)����� )�
�� �� �	� 
����

�������� �(�
� ��� %� ������� ��

E
[
πp
(
τ ;μ1

s, v
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Table�1:�Descriptive�Statistics:�Full�Sample�By�High�School�Type

Variables All Schools Public Schools All Private Catholic Private Other Private

Demographics
male 0.50 0.50 0.53 0.54 0.50
asian 0.04 0.03 0.06 0.05 0.07
hispanic 0.10 0.10 0.08 0.10 0.05
black 0.13 0.13 0.08 0.11 0.02
Geographic Variables and Zipcode Characteristics
Northeast 0.20 0.18 0.31 0.32 0.29
North Central 0.26 0.27 0.22 0.28 0.13
South 0.35 0.35 0.30 0.25 0.39
Urban 0.25 0.23 0.45 0.48 0.40
Suburban 0.44 0.43 0.47 0.49 0.45
Distance from Cath HS 0.32 0.34 0.11 0.05 0.21
  (100s of kilo+A84meters) (0.49) (0.50) (0.26) (0.07) (0.39)
Fraction black 0.11 0.11 0.13 0.13 0.11

(0.20) (0.20) (0.20) (0.21) (0.17)
Fraction Hispanic 0.08 0.08 0.08 0.09 0.06

(0.17) (0.17) (0.14) (0.16) (0.09)
Median income 3.12 3.06 3.62 3.56 3.70

(1.26) (1.20) (1.60) (1.61) (1.57)
Fraction under poverty line 0.13 0.13 0.12 0.12 0.12

(0.09) (0.09) (0.10) (0.10) (0.11)
Fraction over 2 times 0.67 0.66 0.71 0.71 0.70
  poverty line (0.16) (0.16) (0.16) (0.16) (0.17)
Parental Background
Father/mother present 0.66 0.65 0.80 0.79 0.81
Father's education 13.45 13.24 15.19 14.55 16.13

(2.88) (2.81) (2.90) (2.74) (2.89)
Mother's education 12.97 12.84 14.08 13.73 14.61

(2.29) (2.27) (2.17) (2.12) (2.14)
Log (family inc) 1987 10.27 10.21 10.84 10.71 11.02

(0.90) (0.88) (0.80) (0.80) (0.76)
Limited English proficiency 
composite 0.02 0.02 0.01 0.01 0.02
Parents Catholic 0.31 0.28 0.53 0.79 0.14
8th Test Scores and Academic Performance
reading score 50.84 50.38 54.89 54.42 55.60

(9.96) (9.86) (9.93) (9.54) (10.50)
math score 50.94 50.54 54.40 53.91 55.16

(9.94) (9.90) (9.59) (9.03) (10.34)
science score 50.85 50.56 53.38 52.89 54.14

(9.93) (9.91) (9.75) (9.08) (10.64)
history/cit/geog 50.92 50.47 54.87 54.53 55.37

(9.90) (9.77) 1(0.17) (9.28) (11.37)
delinquency index 0.63 0.65 0.53 0.52 0.53

(1.06) (1.08) (0.91) (0.93) (0.88)

continued�on�next�page



Table�1�(continued)

All Schools Public Schools All Private Catholic Private Other Private

Grades composite 2.94 2.92 3.11 3.13 3.07
(0.73) (0.74) (0.66) (0.62) (0.70)

grade trouble index 0.53 0.54 0.48 0.46 0.50
  (from student, 0-4) (0.82) (0.83) (0.79) (0.83) (0.72)

student got into fight 0.25 0.25 0.22 0.22 0.22
  with other student
student performs 0.25 0.25 0.20 0.15 0.27
  below ability
student rarely 0.19 0.20 0.13 0.09 0.18
  completes homework
student frequently 0.09 0.10 0.06 0.07 0.05
  absent
student inattentive 0.20 0.20 0.17 0.12 0.24
  in class
students in class seen 0.05 0.05 0.03 0.03 0.03
  as troublemaker
child ever had 0.08 0.09 0.05 0.04 0.07
  behavioral problems
Parents contacted about 1.41 1.41 1.38 1.36 1.42
  school behavior 1-4 (0.75) (0.75) (0.70) (0.67) (0.73)
Repeated Grade 4-8 0.06 0.06 0.03 0.02 0.04
Risk of dropping out  of 0.66 0.70 0.30 0.36 0.21
  school (0.93) (0.95) (0.54) (0.59) (0.44)
Lack of Effort index (0-21) 4.03 4.03 3.81 3.49 4.3

(2.73) (2.72) (2.82) (2.63) (3.02)
Enrolled in gifted program 0.14 0.14 0.12 0.10 0.15
Outcomes
High School Graduation 0.871 0.863 0.942 0.976 0.887
Attend Four Year College 0.325 0.297 0.584 0,582 0.587
Missing Value Indicators
Family Income Missing 0.092 0.089 0.122 0.055 0.099
Tests Missing 0.032 0.033 0.022 0.023 0.02
Student Behavior Missing 0.058 0.054 0.091 0.087 0.096
Distance Missing 0.056 0.053 0.084 0.055 0.123
N 16,483 14193 2,290 936 1354

Notes:  Means for individual variables  and standard deviations (n parentheses) exclude missing cases, which were 
assigned the sample means when the variables are used in the school choice and outcome equations.   Sample sizes 
refer to the school choice sample, and the number of nonmissing cases varies across variable.  Sample sizes for the 
outcome variables are smaller. Explanatory Variables are  weighted using the base year through first followup panel 
weights. High School graduation and Attend Four Year College are weighted using base year through third followup 
panel weights.



Table 2
Estimation of Peer Effects Model for Public High School Graduation (δ)

(95% Confidence Intervals in Parenthesis)
Model Specification X ′β Index X ′γ Index

Base Case:
Probit -0.0453 0.3614

(-0.0949,0.0032 ) (0.0289,0.6170 )
Unobservable Peer Effects:

Unobservables like observables (g=1) 0.0157 0.0321
(-0.0071,0.0371) (-0.0226,0.0983)

g=0.5 0.0169 0.0315
(-0.0072,0.0394) (-0.0224,0.0977)

g=2.0 0.0139 0.0328
(-0.0067,0.0348) (-0.0229,0.0990)

Alternative School Demand:
Allowing for Peer Interactions (X ′β index) -0.0412 NA

(-0.0822,0.0003)
Allowing for Peer Interactions (X ′γ index) NA 0.3614

(0.0344,0.5773)



Table 3
Effect of Voucher Program on Selected Peer Characteritics, X ′β and X ′γ

Basic School Choice Model (ϕ = 0), No unobservable School Characteristics or Peer Characteristics
(95% Confidence Intervals in Parenthesis)

mean pub mean peer change in change in
school mean stayers peer for mean for
stayers movers (before) stayers pub school

Catholic 0.2780 0.4353 0.2895 -0.0115 -0.0156
( 0.2554, 0.2990) ( 0.3856, 0.4892) ( 0.2668, 0.3108) ( -0.0160, -0.0072) ( -0.0210, -0.0107)

Male 0.4919 0.5068 0.4939 -0.0020 -0.0015
( 0.4812, 0.5031) ( 0.4696, 0.5382) ( 0.4838, 0.5042) ( -0.0058, 0.0025) ( -0.0048, 0.0026)

Hispanic 0.1056 0.0898 0.1064 -0.0008 0.0016
( 0.0828, 0.1307) ( 0.0572, 0.1186) ( 0.0830, 0.1317) ( -0.0032, 0.0017) ( -0.0011, 0.0049)

Black 0.1276 0.0928 0.1240 0.0035 0.0035
( 0.1057, 0.1485) ( 0.0607, 0.1208) ( 0.1036, 0.1439) ( 0.0006, 0.0068) ( 0.0002, 0.0070)

Parents Present 0.6606 0.7775 0.6718 -0.0112 -0.0116
( 0.6486, 0.6735) ( 0.7488, 0.8066) ( 0.6608, 0.6845) ( -0.0150, -0.0078) ( -0.0148, -0.0086)

Father’s Education 13.1550 14.4130 13.2247 -0.0696 -0.1251
( 13.0189, 13.2819) ( 14.1205, 14.6765) ( 13.0911, 13.3413) ( -0.0948, -0.0455) ( -0.1544, -0.0955)

Mother’s Education 12.7661 13.7035 12.8182 -0.0521 -0.0932
( 12.6664, 12.8566) ( 13.5190, 13.8718) ( 12.7140, 12.9050) ( -0.0677, -0.0345) ( -0.1098, -0.0743)

log Family Income 1987 10.1844 10.5954 10.2096 -0.0252 -0.0409
( 10.1510, 10.2180) ( 10.5326, 10.6475) ( 10.1785, 10.2401) ( -0.0318, -0.0179) ( -0.0469, -0.0335)

Reading Score 50.2633 53.1864 50.4609 -0.1976 -0.2907
( 49.9118, 50.6556) ( 52.2368, 54.0456) ( 50.1259, 50.8114) ( -0.2790, -0.1050) ( -0.3831, -0.1908)

Math Score 50.4692 53.0302 50.5914 -0.1222 -0.2547
( 50.0875, 50.8268) ( 52.1919, 53.9161) ( 50.2488, 50.9401) ( -0.1981, -0.0433) ( -0.3576, -0.1606)

Science Score 50.5874 52.5289 50.7145 -0.1272 -0.1931
( 50.2154, 50.9960) ( 51.7007, 53.3522) ( 50.3547, 51.0720) ( -0.2160, -0.0339) ( -0.2888, -0.0935)

History Score 50.3366 53.1312 50.4650 -0.1284 -0.2779
( 49.9890, 50.7166) ( 52.1221, 54.0374) ( 50.1281, 50.8234) ( -0.2181, -0.0375) ( -0.3760, -0.1665)

Xβ 1.9545 1.3358 1.9301 0.0244 0.0615
( 1.8324, 2.3478) ( 1.1658, 1.5206) ( 1.8070, 2.3132) ( 0.0213, 0.0378) ( 0.0529, 0.0991)

Xγ 0.3673 0.4144 0.3710 -0.0037 -0.0047
( 0.2047, 0.5242) ( 0.2498, 0.5719) ( 0.2082, 0.5283) ( -0.0050, -0.0023) ( -0.0061, -0.0034)



Table 4
Estimates of Effects of Voucher on Public Schools Students

(95% Confidence Intervals in Parenthesis)
Model Specification X ′β Index X ′γ Index

Base Case:
Probit -0.0011 -0.0013

(-0.0017,0.001) (-0.0023,-0.0001)
Peers Affect School Choice : ϕ �= 0

Peers Affect School Choice (X ′β index) -0.0012 NA
(-0.0023,-0.0006)

Peers Affect School Choice (X ′γ index) NA -0.0014
(-0.0021,-0.0001)

Unobservable Peer Effects:
Unobservables like observables (g=1) 0.0006 -0.0002

(-0.0002,0.0016) (-0.0006,0.0001)
g=0.5 0.0005 -0.0001

(-0.0002,0.0012) (-0.0004,0.0001)
g=1.5 0.0007 -0.0003

(-0.0004,0.0019) (-0.0007,0.0002)
Alternative School Demand:

Catholic School is only Alternative -0.0010 -0.0013
(-0.0031,0.0005) (-0.0022,-0.0001)

Targeted toward Low Income Families -0.0010 -0.0013
(-0.0023,-0.0001) (-0.0022,-0.0002)

Targeted toward Urban Districts 0.0071 0.0026
(-0.0053,0.0634) ( -0.0012,0.0070)

Targeted toward Low Income Neighborhoods -0.0018 -0.0013
(-0.0091,0.0058) (-0.0037,0.0038)

Nested Logit -0.0011 -0.0014
(-0.0030,0.0014) (-0.0023,-0.0002)

Callibrated to Milwaukee 0.0021 0.0019
(-0.0016,0.0060) (-0.0011,0.0051)

Selection on X ′γ only NA -0.0059
(-0.0098,-0.0003)

Alt. Assumptions. About Peer Effects on Outcomes:
Peers same as direct effect (δ = 1) NA -0.0037

(-0.0050,-0.0023 )
Peers half of direct effect (δ = 0.5) NA -0.0018

( -0.0025, -0.0011)
Peer effects only operate through Family Income -0.0011

(-0.0025,0.0006 )
Peer effects only operate through African American -0.0002

( -0.0005,0.0001 )
Peer effects only operate through test score index -0.0005 -0.0008

(-0.0019,0.0005) ( -0.0015,0.0001 )
Peer effects only operate through Father’s Education -0.0008

( -0.0020,-0.0004 )
Alternative Peer Effects and demand systems:

δ = 1 and choice only on X ′γ NA -0.0163
(-0.181,-0.0146)

δ = 1 and Milwaukee Callibration NA 0.0044
(0.0017,0.0074)

1:

2:

3:

4:

6:

5:



Probit�Coef

Marginal�
Effect�on�
Pr(Public=
1)

(1) (2) (3) (4)
Constant 7.200 5.544 8.644
Male �0.094 �0.218 0.047 �0.017
Hispanic 0.222 �0.066 0.621 0.039
Black 0.093 �0.193 0.476 0.016
Parental�Background
Catholic �0.517 �0.717 �0.344 �0.091
Both�parents�present �0.217 �0.357 �0.076 �0.038
Father's�education �0.051 �0.086 �0.017 �0.009
Mother's�education �0.048 �0.075 �0.018 �0.008
log�income�1987 �0.288 �0.393 �0.169 �0.051
Limited�English�proficiency�(0,1) �0.275 �0.893 0.758 �0.049
8th�Grade�Tests�and�Grades
reading�score �0.016 �0.026 �0.006 �0.003
math�score 0.002 �0.009 0.011 0.000
science�score 0.009 0.000 0.020 0.002
history�score �0.009 �0.019 0.002 �0.002
Grades�Composite�(0�4) 0.034 �0.103 0.194 0.006
8th�Grade�Behavior�and�Performance�in�School�Measures
Delinquency�Index 0.014 �0.071 0.108 0.003
Student�got�into�a�fight 0.019 �0.123 0.152 0.003
Student�performs�below�ability �0.154 �0.402 0.117 �0.027
student�rarely�completes�homework 0.335 0.035 0.685 0.059
Student�frequently�absent 0.127 �0.238 0.532 0.022
Student�inattentive�in�class �0.149 �0.409 0.133 �0.026
Student�frequently�disruptive �0.217 �0.491 0.143 �0.038
Parent�believes�child�has�a�
behavioral�problem�in�school 0.180 �0.088 0.513 0.032
Repeated�a�grade�4�8�(0,1) 0.173 �0.143 0.565 0.031
Dropout�Risk�Composite�(0�6) 0.037 �0.047 0.153 0.007
Lack�of�Effort�Index �0.024 �0.060 0.009 �0.004
Enrolled�in�Gifted�Program 0.381 0.031 0.818 0.067
Location�Measures
North�East �0.123 �0.478 0.253 �0.022
North�Central 0.103 �0.287 0.444 0.018
south �0.165 �0.525 0.142 �0.029
urban �0.721 �1.052 �0.419 �0.127
suburban �0.278 �0.542 �0.018 �0.049
Distance 0.893 0.288 2.556 0.158
Distance�Squared �0.173 �0.691 �0.058 �0.031

������������������������Appendix�Table�A1�
Probit�Model�for�Public�School�Attendance,�Full�Sample

95%�Confidence�
Interval��������������

L�Bound�����U�Bound



Notes.�The�sample�size�is�16483.��Column�1�reports�MLE�probit�coefficient�estimates.��Columns�2�and�3�report�bootstrap�estimates�
of�the�lower�and�upper�bound�of�the�95%�confidence�interval.�The�estimates�account�for�correlation�across�students�who�attended�
the�same�8th�grades�and/or�high�schools.�They�are�based�on�500�bootstrap�replications.��The�fourth�column�reports�marginal�effects
on�the�probability�of�attending�public�high�school�when�X'Beta�is�1.27588,�which�corresponds�the�the�value�at�which�the�probability�
of�attending�public�high�school�equals�the�weighted�mean�(.899).��The�model�also�contains�missing�indicators�for�Distance,�log�
family�income�in�1987�and�an�indicator�that�is�one�if�all�test�scores�are�missing.�There�is�one�indicator�for�missing�data�on�Student�
performs�below�ability,�Student�rarely�completes�homework,�Student�frequently�absent,�student�inattentive�in�class,�and/or�
Student�frequently�disruptive.��NELS:88�base�year�to�third�year�follow�up�panel�weights�are�used.



Regression�
Coef�(1)

Lower�
Bound�(2)

Upper�
Bound�(3)

Male 0.0207 0.0066 0.0367
Hispanic 0.0079 �0.0243 0.0428
Black 0.0646 0.0258 0.096
Parental Background
Catholic 0.0298 0.0131 0.0454
Both�parents�present 0.012 �0.0086 0.0325
Father's�education 0.0044 0.001 0.0078
Mother's�education 0.0008 �0.0028 0.0046
log�income�1987 0.0193 0.0036 0.0353
limited�English�proficiency�(0,1) 0.0829 0.0291 0.1352
8th Test Scores and Grades
reading�score 0.0003 �0.0008 0.0014
math�score 0.0009 �0.0001 0.002
science�score 0.0004 �0.0007 0.0015
history/civics/geog.�score 0.0003 �0.0007 0.0015
Grades�Composite�(8th�grade,�0�4) 0.036 0.0212 0.0513
Eighth�Grade�Behavioral�and�Performance�In�School�Measures
delinquency�index �0.0175 �0.029 �0.0059
student�got�into�a�fight �0.0181 �0.0402 0.0033
student�performs�below�ability �0.0259 �0.0618 0.0122
student�rarely�completes�homework �0.0912 �0.1445 �0.0412
student�frequently�absent �0.1666 �0.2154 �0.1186
student�inattentive�in�class �0.0319 �0.0723 0.0111
student�frequently�disruptive �0.0211 �0.0664 0.0261
Parent�believes�child�has�a�behavioral�problem�in�school �0.0429 �0.0793 �0.0035
repeated�a�grade�4�8 �0.1477 �0.1895 �0.1041
Dropout�risk�composite �0.0241 �0.0371 �0.0113
Lack�of�Effort�index �0.0032 �0.0073 0.0009
Enrolled�in�Gifted�Program 0.0131 �0.005 0.0304

����������������Table�A2� )

Effects�of�Students�Own�Characteristics�on�Public�High�School�Graduation�(Y)
Linear�Probability�Models�with�HS�Fixed�Effects

95%�Conf.�interval

Note:��Column�1�of�the�table�reports�weighted�least�squares�estimates�from�a�regression�of�high�school�graduation�with�
high�school�fixed�effects�included.��Columns�2�and�3�report�the�lower�and�upper�bounds�of�the�95�percent�confidence�
interval.��They�are�calculated�from�1000�bootstrap�replications.���The�model�also�includes�three�missing�data�indicators���
see�the�note�to�Table�A1.�The�sample�is�restricted�to�public�high�school�students,�and�the�sample�size�used�in�the�
calculation�is�9260.�Schools�with�only�one�sampled�student�are�dropped.�NELS:88�base�year�to�3rd�follow�up�panel�
weights�are�used.


